
Théorème de Lévy et TCL [13]+[2]

II.D Théorème de Lévy et TCL
On énonce un lemme très utile qu’on ne démontrera pas.

Lemme 20:

Soit xn une suite de variables aléatoires réelles et soit X une variable aléatoire réelle. Alors il y a
équivalence entre les deux assertions suivantes :
(1) @f P C0

b pR,Cq ErfpXnqs Ñ ErfpXqs

(2) @f P C0
0pR,Cq ErfpXnqs Ñ ErfpXqs

Théorème 21: de Paul Lévy

Soit xn une suite de variables aléatoires réelles et soit X une variable aléatoire réelle. Alors les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Xn
Loi
ÝÑ X ;

(2) φXn

c.v.s
ÝÑ φX

Démonstration.

p1q ùñ p2q

L’implication p1q ùñ p2q est immédiate car on applique la définition de la convergence en loi :

@f P C0
b pR,Cq ErfpXnqs Ñ ErfpXqs,

avec la fonction φt : x ÞÑ eitx pour tout t P R.

p2q ùñ p1q

On va montrer que pour toute fonction f P C0
0pR,Cq, on a ErfpXnqs Ñ ErfpXqs. Soit f P C0

0pR,Cq on
utilise la densité de la classe de Schwarz SpRq dans C0

0pR,Cq. Alors pour tout ε ą 0 il existe fε P SpRq

telle que }f ´ fε}8 ď ε. Alors :

|ErfpXnqs ´ ErfpXqs| ď |ErfpXnqs ´ ErfεpXnqs|
loooooooooooooomoooooooooooooon

ďε

`|ErfεpXnqs ´ ErfεpXqs| ` |ErfεpXqs ´ ErfpXqs|
looooooooooooomooooooooooooon

ďε

.

Il suffit donc de montrer le résultat pour f P SpRq.

Soit alors f P SpRq. Par inversion de Fourier dans la classe de Schwarz, on a f̂ P SpRq et :

fpxq “
1

2π

ż

R
f̂pξqeixξdξ.

Donc il existe g P SpRq tel que f “

ż

R
gpξqeixξdξ. On a alors, par Fubini et convergence dominée puis

re-Fubini :

ErfpXnqs “ E
„
ż

R
gpξqeiXnξdξ

ȷ

“

ż

R
gpξqE

“

eiXnξ
‰

dξ Ñ

ż

R
gpξqE

“

eiXξ
‰

dξ “ E
„
ż

R
gpξqeiXξdξ

ȷ

“ ErfpXqs.

Ceci établit donc le théorème sur la classe de Schwarz et on conclut par densité pour les fonctions conti-
nues nulles aux bords.

D’après le lemme on a alors la convergence en loi de Xn vers X, ce qui conclut cette preuve. ■
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Théorème 22: Théorème central limite

Soit pXnqnPN˚ une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, identiquement distribuées,
et éléments de L2pΩ,F ,Pq. On suppose en outre que Var pX1q ‰ 0. Alors on a :

?
n
`

X̄n ´ E rX1s
˘

L
nÑ`8

N p0,Var pX1qq

Démonstration. Quitte à centrer et réduire les variables aléatoires, c’est-à-dire à remplacer Xn par
Xn ´ E rX1s
a

Var pX1q
on peut supposer que Xn centrée et réduite.

D’après le théorème de Paul Lévy, il suffit de montrer la convergence simple sur R de la suite de
fonctions caractéristiques

´

φ Sn?
n

¯

nPN˚

vers la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite :

t ÞÝÑ exp

ˆ

´
t2

2

˙

Soit t P R. Pour tout n P N˚, comme X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes et identiquement
distribuées, on a :

φSn

Sn
?
n

ptq “ E
„

exp

ˆ

it
Sn
?
n

˙ȷ

“ E

«

exp

˜

i
t

?
n

n
ÿ

k“1

Xk

¸ff

“ E

«

n
ź

k“1

exp

ˆ

i
t

?
n
Xk

˙

ff

š

“

n
ź

k“1

E
„

exp

ˆ

i
t

?
n
Xk

˙ȷ

id
“ E

„

exp

ˆ

i
t

?
n
X1

˙ȷn

“ φX1

ˆ

t
?
n

˙n

Or, comme X1 P L2 sa fonction caractéristique est de classe C2 sur R, de plus on a :

φ1
X1

p0q “ iE rX1s “ 0, φ2
X1

p0q “ ´E
“

X2
1

‰

“ ´Var pX1q “ ´1

Par Taylor-Young, on a :

φX1

ˆ

t
?
n

˙

“ ... “ 1 ´
t2

2n
`
t2

n
ε

ˆ

t
?
n

˙

Or pour |a|, |b| ď 1 et pour tout n, on a :

|an ´ bn| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pa´ bq
n´1
ÿ

k“0

akbn´k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď n|a´ b|.

Donc pour n assez grand
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
t2

2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1 et :

de sorte que, d’après le lemme, pour tout entier n ě N , on ait :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φ Sn?
n

ptq ´

ˆ

1 ´
t2

2n

˙nˇ
ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φX1

ˆ

t
?
n

˙n

´

ˆ

1 ´
t2

2n

˙nˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ď n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φX1

ˆ

t
?
n

˙

´

ˆ

1 ´
t2

2n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď t2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ε

ˆ

t
?
n

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÝÑ
nÑ`8

0
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Or
´

1 ´ t2

2n

¯n

ÝÑ
nÑ`8

exp
´

´ t2

2

¯

“ φN ptq où N „ N p0, 1q.

D’où φ Sn?
n

cvs
ÝÑ φN . ■
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